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SUL SIGNIFICATO GEOMETRICO� 

DI ALOUNI INVARIAWl'l DEI RAfiE SUPERLINEARI� 

ORDINARII DELLE OURVE ALGEBRICHE PIANE� 

Nota del dotto CARLO FELICE MANARA 

(presentata. dal ]VI. E. Oscar Chisini il 26 maggio 1944) 

Sunto. - Si dà il significato geometrico di alcuni invarianti per 
trasformazioni proietti ve e più in generale puntua.\i regolari dei rami 
superlineari ordina.ri delle curve algebriche piane; invarianti la cui 
espressione è stata data in una nota precedent~. 

§ 1. - In una Nota precedente, pubblicata· in questi stessi 
Rendiconti, ho dimostrato che i mmi superlineari di classe 1 e 
di ordine maggiore d.i 3 delle curve algebriche piane posseggoll(') 
degli invarianti per trasformaziQni puntuali r~golari. N ella pre­
sente :Nota m i propongo di dare il significato geometrico degli 
invarianti trovati, dando anche dei risultati ottenuti alcune con­
seguenze immediate che credo non inutili ai fini di uno studio 
sistematico della geometria differenziale delle singolarità delle 
curve algebriche piane. 

§ 2. - Oonsideriame anzitutto un ramo JJ di ordine 4 j sce­
gliendo l'origine O di )' come origine degli assi e la tangBnte 
a )J come asse delle x, il ramo)' stesso &arà rappresentato da 
uno sviluppo in serie di Puiseux del tipo 

(1) y = a, xt+'i. + a. x1t 2
/. + a s x 1+"I. + ..... con a, io O . 

Esso possiede un unico invariante relativo dato da 
•� I(2)� I = Il a.-IOa, a". 

Oerchiamo di scrivere l'equaziòne di una curva che possegga 
in O la stessa singol~rità e la stessa tangente del ramo)'; essa 
sarà data da 

(3) 
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dove si è indicata con f, una forma omogeJ;lea nelle variabili x 
ed y dell'ordine uguale al suo indice ed in particolare è 

3(4) fs (x, y) = a so x· + a.. X" y + CL s• x y' + a S3 x' yS + ~l' x y' + a05 yS 

con =1= O.a so 
Scrivendo le relazioni che legano i coefficienti dello svi­

luppo (1) a quelli della curva (o) si hanno le equazioni 

a,' = a so 

4 a,' a. =.a.,
(5)� 

4 a,Ba. + 6 a.,' a; = a' l a. -j- a3• alS� 

Consideriamo ora il sistema lineare 00· di quintiche 

dove aso a" a s• sono dati dalle equazioni (5) e?", Az> A. sono pa­
rametri indeterminati. Tutte le quintiche di questo sistema pos­
seggono in O nn punto quadruplo origine di llll ramo di ord'ine 4 
e di classe 1, il cui sviluppo coincide, in base alle (5), con quello 
del ramo (1) fino &1 termine a. x 1+·/. incluso, e quindi hanno in O 
col ramo (1) 20 intersezioni riunite. Possiamo ora fare la osser­
vazione fondamentale che è unica la coppia polare terza della 
tangente al ramo (1) rispetto alle 00· cinquine di rette per O che 
si ottengono uguagliando a zero il II membro delle quintiche (6) 
legate al ramo stesso, ossia ponendo 

(7) a so ~s +_ a 41 x' Y + a82 x'y' -I- 2 , x' y. --l- ?oswy' + ;,.yS = O 

essendo a,.o a" a. 2 legati dalle (5) ai coefficienti deIJo sviluppo 
del ramo. Infatti, a calcoli eseguiti, tale coppia risulta data da 

(8) 

Introducendo nel fascio di' centro O la coordinata t = x.l y 
(con che la tangente al ramo viene ad assumere la coordinata 
t = (0) la (8) diventa 

(9) 

Il discriminante di tale coppia vale 

(10) fj. = 16 a.,' - 40 a' 2 a.o = 8 (2 a.,2 - 5 a.$ aso) = 

= 16 a,' (11 a; - 10 a. aJ = 16 a,' I . 
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Dalla condizione a,oo i=- O si deduce che nessuno degli elementi 
della coppia (9) può coincidere con la tangente al ramo; inoltre 
peT il modo come la coppia (9) è stata ottenuta, essa è covhriante 
della (3) per trasformazioni proietti ve. Per dimostrarlo basta evi­
delltemente verificare il fatto per proiettività che mantengano la 
tangente al ramo (l) ossia per proiettività date da formule del tipo 

a;v + by
X= --:--­

1 + m!a + n y 
(11)� con a #- O e li =J- O 

y = _---,---__c-'--y _ 
+mx+ny 

Ora la (Il) può essere ottenuta mediante l'applicazione succes­
siva delle pl'oiettività seguenti 

x
x'= l-l-mx+ny 

(11 )' 
y

y'=------,-:--­
l+mxtny 

X = ax' + by' 
(11 )" 

Y = CV' 

e basterà provare il fatto separatamente per le (11)' e (11)",� 
Sostituendo nella (6) i valori dati dalle (11)' si verifica che i� 
coefficienti a.o a" as, rimangono invariati; la (11)" l~oi è una� 
affinità da cui ogni forma (" (x, y) viene mutata in una F 5 (X, Y),� 
e poichè la retta .li = O è mutata in sè, anche la polare terza /� 
della y = O rispetto ad (" sarà mutata nella polare terza della� 
y , O rispetto ad F 

5 
In più la proprietà vale anche quando,�• 

invece di tra:;form3,zioni proiettive si considerino tt'asformazioni 
puntuali qualunque, Anche qui basterà dimostrare il fatto per 
trasformazioni puntuali che manteEgano la direzione della tan­
geme 31 ramo, ossia P5lr tra;.rformàzioni dite da formule del tipo 

(12, 

OOllsidenlUdo il modo_di agire della (12) sui coefficienti della (3) 
si ,ede che su a50 /1;., a., agiscono solo i termini di primo grado 
delle formule (12), ossia che qualunque trasformazione puntuale 
del tipo (12) applicata al ramo (1) e quindi alle curve (6), agisce 
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sui coefficienti a.o a' l aS" come la trasformazione affine che la 
approssima nell' intorno del l ordine. Ne deduciamo che la coppia 
di direzioni nel fascio O definita dalla (9) è covariante del ramo 
(1) anche per trasformazioni puntuali. II significato geometrico 
del1' invariaute I è quindi immediatamente dato dal seguente 

Teorema [ - Dato un ramo sup.erlineare ordinarie di 01"­

dine <1 e di classe 1 è possibile definire una coppia di direzioni 
cel"tamente distinte da quella della tangente e covariante di esso 
per trasformazioni puntuali j essa è data dalla coppia polare terza 
della direzione della tangente al ramo rispetto' alla cinquina '.ii 
direzioni definita dalla equazione . 

f. (l,l) =-0 

essendo .1/ = (5 (x, y) una qualùnque quintica del sistema lineare 
=. di quintiche aventi nell'origine del l'amo ]a sua stessa singo­
larità, la sua stessa tangente e 23 inters.ezioni riunite con esso. 
L'annullal'si o meno dell' invariante I esprime che tale coppia è 
formata o meno da direzioni coincidenti. 

§ 3. - L'estensione dei risultati precedenti al caso dei ramI 
di ordine 5 è immediata, Assumendo anche qui l'origine O del 
ramo come origine degli assi e la tangente come asse x, un 
tale ramo è dato da '­

esso possiede due invarianti relativi 

~ J = ]3 a: - ]2 a, a. 
s

(14) l K = 27 a l a 4 - 63 al a, aB + 3"5 a s8 

ed, un invariante assoluto 

(15)� u .JS" K 2 . 

I calcoli si svolgono in modo perfettamente analogo al caso 
precedente. Si pOlle anche qui 

t16) v· = f.(x,y) + f7(X,y) + .... 
dove 

(17)� f o (x, V) = aBO DJ6 + a 51 al y + a" x' V2 + a., [o. y' + 
+ aH x' y' + al. x y' + a oo y. con a,oo =i= Ù • 
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Le equazioni che legano i coefficienti dello sviluppo (13) con 
quelli di rG sono 

a," 

~ 5a,3 a2� == °'51 

(18)� ,_ 5a,· Cl. + 10 CI.," a/ = a51 a2 + a., a,2 

( 5a,4a4+2.0a,·a,a.+iOa,'a/=a5,CI·3+2oHa,CI,+as.a,·, 
\ 

Anche� in questo caso tutte le sesti che del sistema lineare =. 
(19) V5 = aGO x 

G + a5 , x' V + a4••'V" V' + a•• x· V· + 
+ A, x' V" + ii, XV' + A3 V

G 

dove aGO a51 a42 a•• SODO dati dalle (18) e A" l'2l A. SODO paramet,ri 
indeterm inati, poss~ggono in O-un punto 5-1)10, origine di un ramo 
di ordine 5 e classe l, il cui sviluppo, in base alle (18), coincide 
con quello del ramo (13) fmo al termine a.

1 
x 1+4/s incluso, e 

quineli posseggollo 34 intersezioni riunite in O con tale ramo. 
Anche in questo easo è unica la tenia di rette polare terza della 
tangente al ramo (13) rispetto alle =3 sestine ottenute u~ua­
gliando a zero il II membro delle (19) ossia ponendo 

5(20) aGO Xo + a 51 x y + a 42 x· y' + (1..3 x· y3 + 
.+ A, x' y. +;..,x y' + l.s yG = O 

(essendo a ou a.. aH dati dalla (18) e tale tema è data daa S3 

(21) 20 a G•, x' + 10 a 5 , x' Y + 4 a., x y' + a•• V· = O. 

Anche qui la condizione aGO =1= O ,ci assicura. ehe tale tema polare 
non contiene la tangente; posto di IJUOVO ·t = x/V otteniamo 

(22) 

e la (22) può ritenersi l"appresentare la quaterna. di direzioni 
nel fascio O formata dalla direzione della taugente al ramo (eli 
coordinata t = oc) e dalla tema polare terza di essa rispetto ad 
una qualunque sestiua (20). Se calcoliamogli in varianti i e j di 
tale quaterna (') otteniamo 

(23)� i = 20 (5 a.. ' - 12 aGO a.,) -==- 100 a,G (13 a,' - 12 a, a s) = 100 a,G J 

(') Cfr. pel" es. ENRlQUES e CHISINI, Teori,a Geometl'ica delle equa­
zioni algeb?·z·che, Libro I, Cap. I, § 4. 
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(24)� j = 200 (54 aGO' a,O" - 36 aG" a5\ a'2+ lO a.,') = 
= 2000 alo (27 a,,2 a. - 63 al a, a. + 35 a2") = 2000 (~l" ~ . 

Con ragionamenti e calcoli che non stiamo a ripetere perchè 
del tutto analoghi a quelli valevoli nel caso precedente si verifica 
che anche io questo caso la tema (?2) è indipendente dalla par­
ticolare curva del sistema (19), covariante per ciascupa di esse, 
ri~ultando così covariante proiettiva dell'ihtero sistema lineare e 
quindi dei primi termini dello sviluppo (13) che lo definiscono. 
Inoltre si verifica ancora che, sottoposto il ramo ad una trasfor­
mazione puntu~le del tipo (12), i coefficienti aGO Cb. I a'2 aa3 sono 
influenzati solo dai te-l'mini di primo grado delle formule, per cui 
la tema (22) è covariante del ramo~(13) per trasformazioni non 
solo proiettive ma anche puntuali. Come conclusione possiamo 
enunciare il seguente 

Teorema Il - Dato un ramo superlineare di ordine 5 e 
classe 1 è possibile definire una, tema di direzioni certamente 
distinte dalla tangente e covariante. di esso per trasformazioni 
topologiche; essa è data dalla tema polare terza, della direzione 
della tangente rispetto alla sestina di direzioni definita da 

t~ (t,l) = O . 

essendo y. = fG (x, y) l'equazione di una qualunque sestica del 
sistema lineare =3 di sestiche aventi nell' origine del ramo la' 
sua stessa singolarità, la sua stessa tangente e 34 intersezioni 
l'i uni te con esso. L'annullarsi degli invarianti J e K del ramo 
indica che la quaterna formata dalla direzione della tangente e 
dalla terna suddetta è rii'1pettivamente equianarmollica od armo­
nica. L'in variante assoluto 4 iS/P della quaterna coincide con 
1'invariante assoluto U del l'amo. 

Dalla trattazione fatta deduciamo facilmente il seguente 
C01'ollario - L'element.o singolare di curva algebrica piana 

di ordine -5 e classe 1 definito da.i primi" termini dello svi­
luppo (13) e ip generale rigido per trasformazioni pl'oietti ve e 
puntuali; fe' ovviamente eccezione i l caso in cui l'invariante as­
soluto U sia indeterminato od abbia qualcuno dej valo~'i =, O. 

Si verifica facilmente, come era naturale a- priori, che se U 
hail valore 00 o O l'elemento suddetto è m\ltato in sè da UJl gruppo 
di proietti vita ciclico rispettivamente di ordine 2 e 3. 

Si può quindi parlare di rami superlineari del Il ordine ar­
monici od eqnianarmonici. 



[stratto dai Rendicont1: dell' Istituto Lombardo di scienze e \etter,e 
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